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PREFACIO 





Ln el curso escolar de las Matemáticas, el alumno estu- 
día Jas propiedades de las desigualdades y los métodos que 
se emplean para resolverlas en los casos más sencillos (desi- 
gualdades de primero y de segundo órdenes). 

Jn este libro el autor no se traza como meta exponer las 
propiedades principales de las desiguldades; sólo pretende 
dar a conocer a los alumnos de los grados superiores de la 
enseñanza media algunas desigualdades notables que desem- 
peñan un papel importante en distintos capítulos de las 
Matemáticas Superiores y explicar cómo se aplican a la de- 
terminación de los valores máximos y mínimos de ciertas 
magnitudos y al cálculo de algunos límites. 

131 libro contiene 63 problemas; 35 de ellos, acompañados 
de su solución detallada, constituyen el contenido fundamen- 
Lal del libro; los 28 problemas restantes, insertados con outro 
tipo de letra a) final del $ 1 del capítulo 1 y de los $$ 1, 3 y 4 
del capítulo 1H, aparecen en forma de ejercicios. El lector 
podrá encontrar las soluciones de los ejercicios al fina] del 
libro. 

Sin duda, para el alumno es más útil resolver unos cuan- 
tos problemas difíciles que una gran cantidad de problemas 
sencillos. 

Por eso recomendamos que se recurra a las respuestas 
sólo después de haber encontrado una solución propia, la 
cual puede diferir (¡sería magnífico!) de la que propone el 
autor. 

Tanto a] demostrar las desigualdades como al resolverlos 
problemas, el autor se ha basado exclusivamente en las pro- 
piedades de las desigualdades y de los límites estudiados en 
el noveno grado de la enseñanza media. 

El folleto, porsu contenido, puede servir de base para un 
curso facultativo en Jos grados superiores de la enseñanza 
media. 


P. Korovkin. 
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CAPÍTULO $5. 


DESIGUALDADES 





La importancia de las desigualdades se debe a que éstas 
se aplican en diferentes problemas de la Ciencia y de la 
Técnica. 

La razón de ello estriba en que sólo podemos encontrar 
los valores aproximados, y no exactos, de las maguitudos 
que se determinan en uno u otro problema práctico (como, 
por ejemplo, la distancia a la Luna, la velocidad de la 
Luna, etc.). Si x es el valor encontrado y Az es el error de 
medición, el valor exacto y de la magnitud verifica las 
desigualdades 


r—|Ar|[<y<z=+]lAxl. 


Al resolver problemas prácticos, es preciso tomar en 
consideración todos los errores de medición. Es más, a medi- 
da que se porfecciona la técnica y se hacen más complejos 
los problemas, debemos perfeccionar la propia técnica de 
medición de magnitudes. Los grandes errores en las medi- 
ciones resultan inadmisibles cuando se trata do la solución 
de problemas técnicos complejos (el arribo de un aparato 
cósmico a un lugar determinado de la Luna, de una nave 
cósmica a Venus, etc.). 


$ 1. Parte entera del número 


La parte entera del número x (designada por l.xJ) es el 
mayor número entero que no sobrepasa x. 

De esta definición resulta que siempre [xl < x, pues 
la parte entera no sobrepasa z. Por otro lado, como lx] es el 
mayor número entero que cumple esta desigualdad, tenemos 
que [xl 4 1>z. 

Por lo tanto, lx] es el número entero que cumple las 
desigualdades 


[1] <x< la 4-4. 
Por ejemplo, de las desigualdades 


3<a<4, <<, —-2<-Vi<=1, 5=5<0 
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— A a it 
resulta que 


Ly =3, (F)]=5, (-/2=-2, (5=5. 


En los cálculos aproximados es muy importante saber 
determinar la parte entera de una magnitud. En efecto, si 
conocemos la parte entera de una magnitud x, podemos 
tomar lx] ó lx] + 4 como valor aproximado de la magnitud 
2 comotiendo un error que no pasa de la unidad, pues 

0<<-—l2l< [el +1 —(0] =1, 
0< lx] +1 -2<l3] + 1 — le] = 4. 
Es más, ol hecho de conocer la parte ontera de una magnitud 
pormito hallar fácilmente su valor con un error que no pasa 
de + Ese valor puede tomarso igual a [z] -+ Z. 
Señalemos por último que conociendo la parte ontera de 


un número podemos determinar éste con cualquier grado de 
exactitud. Efectivamente, puesto que 


(Wa) < Nx< IN] + 1, 


tenemos 
is 
Es decir, el número 
,. 
difiere del número x en Sr todo lo más. Si Y es grande, el 


error será pequeño. 

En los problemas que siguen se determina la parte entera 
de algunos números. 

Problema 1. Hallar la parte entera dol número 


1 1 4 4 
e A 

Y tutnatatra 
Solución. Emplearemos las desigualdades 


1<1i<1, 


pa 
07<Y/ 3<08, 





05<y 1<0s, 
05<y/ 1<05 


04<y/ Í<05 

(que se obtienen calculando las raíces, por defecto y por ex- 
ceso, en menos de 0,1). Sumando estas desigualdades, encon- 
tramos 
14 0,7--0,540,5+0,4<x<1 + 0,84 0,6 +0,5, + 0,5, 
o sea, 3,1 <z<3,4 y, por consiguiente, [z] == 3, 

Notemos, en relación con esto ejemplo, que el número 
3,25 difiere do z en 0,15 todo lo más. 

Ejemplo 2. Hallar la parte entera del número 

1 1 1 1 
pe atra tyateo+ Y T000 000 * 

Solución. La única diferencia entre este problema y el 
anterior es el número de sumandos: en el primero eran 5 y 
ahora son 1 000 000. Pero esta circunstancia hace imposible 
la aplicación práctica del método de solución anterior. 

Para resolver el problema analicemos la suma 


1 4 a 1 
tatrmtnatetr 


Con este fin demostramos las desigualdades 
2-2 V5< 7 <2 Va-2/5=T. (1) 
En ofecto, puesto que 
2/7+1-2Vn= UY F-Vñ) PAESE VD_ 












V n 
eN 2 
VA VA 
y puesto que 
Vi+1>V57, 
tenemos 


2Yap1-2V5< 57 , 
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Hemos demostrado la primera de las desigualdades (1); la 
segunda se demuestra de un modo análogo. 
Si en las desigitaldades (1) tomamos n =2, 3,4, ... 
- «y RM, Ohtenemos 


Vi—2/I< 23 
2V3 edad Sl 2, 
y 1-2V3<57 <2/3-2V2, 
21521 <V1-2V3, 





Sumenos ahora estas desigualdades: 
ze 5 1 1 
2 1-2 2<R+>5 
VnH Vi< va tyst 
4 1 ES 
trat de n—2. 
Agregando 4 a todos los miembros de las desigualdade, obte- 
nidas encontramos 


VaF1-2V3 AA 
VIV gg 


1 1 2 % 
+yptos tank (2) 
Puesto que 2/2<3 y VE F1>Yn, de las desigual- 
dados (2) se deduce que 
2Vñi-2<1+ 





Empleando las desigualdades (3) es fácil encontrar ahora 
la parto entera del númoro 











1 1 4 y 
a He se 4 
tata ty a 
En electo, si en las desigualdades (3) tomamos n = 1 000 000, 
tendremos 
2 1000000 —2< 

1 I 1 TOMO NN 

<a + rr 2 VIDA, 
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o sea, 
1998 < y < 1999. 
Por consiguiente, [y] = 1998. 

De las desigualdades (2) se deduce que el número 1998,6 
difiere de y en 0.4 todo lo niás. Por lo tanto, hemos calculado 
el número y en menos del e 7 % == 0,02%. Los números 
1998 y 1999 difieren del número y a lo sumo en Ja unidad 
y el número 1998,5 en 0,5 todo Jo más. 

Analicemos ahora un problema de otra índole. 

Problema 3. Demostrar la desigualdad 





135 om 1 
A E 
Solución. Pongamos 
yt db 00 
VANA 


Puesto que 
yl 2 3 4 5 6 9 100 
E E E 


resulta que x < y y, por consiguiente, 


1123456 99 40_ 1 
CAGAS 


Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros de esta 
desigualdad, encontramos 


1<Á—<04. 





Y 
Ejercicios 
1. Demostrar las desigualdades 
2/52 Ll 


1 e od 
60 Ay Va WM im=3 


2. Demostrar las desigualdades 














1 1 1 
<= TZ Al ===< 180,02. 
y 1000 y Tona "Bret Y 100000 
3. Mallar [502] si 
A áúÑ 
Y 10000 * Y1004 y 100 


Respuesta, (502) =90 000, 
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4. Aplicando la inducción matemática, demostrar la desigualdad 





$ 2, Media aritmética y media geométrica 


Si 2y, Za, - . -, Tn SON números positivos, los números 
— A+m+ E 








DK 


formados a base de ellos, se denominan, respectivamente, 
media aritmética y media geométrica de los números 2,, 
Lar + +», En» Para estos dos números O. Cauchy, matemá- 
tico francés, demostró a principios del siglo pasado la desi- 


gualdad 
g<a 


que se aplica frecuentemente en la solución de problemas. 
Demostraremos esta desigualdad exponiendo previamente 
una proposición auxiliar. - 

Teorema 1. Si el producto de n números positivos ,, 
la . +. ., E €s igual a 1, la suma de los mismos no es menor 
que n: 

A A A > YN 

Demostración. Emplearemos el método de.-inducción 
matemática *). Comprobaremos primero que el teorema 
es válido para n = 2, o Sea, demostraremos que 

tit =1 => 21 +2%>2. 
Con este fin consideremos por separado dos casos: 

bo =x"w=1 
En este caso tenemos 2, -+- 7, = 2 y el teorema queda demos- 
trado. 


*) Una exposición detallada del método de induu- 
ción inatemática puede verse en el libro de/. S. Sominski «Método 
dela inducción matemática» (Editorial MIR, 1975). 


13 





2 0<zx, < us 
En este caso tenemos z, < 1, y xy >1 puesto que el pro- 
ducto es igual a 1. De la igualdad 
(1 — 2) (22 — 1) = 2% + 3, — 2% —1 
se deduce que 
24h 2 = 2%) +1 4 (1 — 201) (2, — 1). (4) 
La igualdad (4) ha sido establecida sin imponer condición 
alguna a los números x, y zz. Teniendo en cuenta ahora que 
xy, = 1, obtenemos 
2 +2 =24 (1%) (12 1). 
Finalmente, puesto que x, < 1 < z,, el último número ro- 
sulta positivo y por eso 2, + z, > 2. O sea, el toorema queda 
demostrado para 1 = 2. Notemos que la igualdad 
. A+ 2 
se cumple sólo si x, = x,. En cambio, para x, + x, se tiene 
Ty +1 >2. 
Basándonos en el método de inducción matemática, 


supondremos ahora que el teorema es válido para n = k, 
es decir, supondremos que la desigualdad 


AFI. >k 
tiene lugar si 223... 24 =1, y demostraremos el teo- 
rema para n = k +4, o sea, demostraremos que 
Ad AAA > +1 
Si 2,03». . Zag = 1, donde zx, >0, 24 >0, 24>0, ... 


+ «E 20), Lp 0. 
Notemos ante todo que siendo 


A 
se pueden presentar dos casos: 
1) todos los factores 2,, Ta, La, ++ -, Tas Tas, SON igua- 
los, o sea, 


A a e ES 


2) no todos los factores son iguales. 
En el primer caso todos los factores son iguales a la 
unidad y la suma de los mismos es igual a k + 1, o sea, 


UH AA E a 2 A 
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En el segundo caso, entre los factores del producto 
Ejz + Zag habrán números mayores y menores que 
uno (si lodos los factores fuesen menores que uno, el pro- 
ducto sería también menor que uno). 

Sea, por ejemplo, x, < 1 y 2x4, > 1. Tenemos 


(epa 1) Ta + Tn Le 
Poniendo Y, - *¡% 11. obtenemos 
YiZata > — a 


Puesto que aquí el producto de k números positivos es igual 
a la unidad, resulta (por hipótesis) que la suma de los mis- 
mos no es menor que d, o sea, 





so ls 
Pero 
E A E 7 E 

= (Yoda do a) e — Y A > 
kt — Md RD) a — Y A — d. 


Recordando que yy -= Lglr4 1 Oblenentos 





A e 


> MAA) e — a a ld = 
=(k +1) + (2741 — 1) (1 — 2). 


Puesto que 2, < 1 y ¿gy > 1, Lonemos (tr41 — 112 > 
>0, y, por consiguiento, 


a rta th. .2 tm > 
> (hm) + (ná — 1) U — 2) > d+ a 


Con esto queda demostrado el teorema 4. 
Problema 1. Demostrar que Si 7, Tz, Ly, +» -, Tp SON 
números positivos, se tiene 








. Boda 
Ei ho q > 
Tr +3 Ta 1 





con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si 
Ei =%y=%3=... = Lp 





Solución. Puesto que 
H 2 
a rr a 
la desigualdad se dednce del Leorema 1. El signo de igualdad 
tiene lugar sólo si 





ET 


Tr 3 





o sea, sólo Si =%¿=%3=-.+.. = Yp. 
rar Ja desigualdad 








Puesto que el producto de los simandos del último miembro 

es igual a la unidad, la suma de los mismos no es menor que 

dos. El siguo de igualdad tiene lugar sólo para x == 0. 
Problema 3, Demostrar que para a > 4 so lione 


Iga + log, 10 > 2. 


Solución. Vuesto que log, 10-lg a =1, Lenemos 





lga+1ogu10=Iga 43772. 


Problema 4, Demostrar la desigualdad 
E 1 
Tp <3: 
Solución: Dividamos entre a* ol numerador y el denomi- 
nador del primer miembro de la desigualdad: 
n 1 








1 1 
Puesto que = 22 =4, tenemos =3+ 122 > 2, y. por con- 
siguiente, 
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Pasemos ahora a demostrar la afirmación enunciada al 
principio del parágrafo. 

Teorema 2. La media geométrica de números positivos 
no pasa de la media aritmética de estos mismos números. 

Si los números Xy, Lg, ..., Y, nO son todos iguales, la 
media geométrico de estos números es menor que su media arit- 
mética. 

Demostración, De la igualdad g= Y za. «Tp Se 
deduce que 


= | ZE os, 12 .,, 24 
14 g 





Debido a que el producto de r números positivos es 
igual a 1, resulta (por el teorema 1) que la suma de los mis- 
mos no es menor quo r, es decir, 


pus AE a 
- + : +...+ > >n. 
Multiplicando por g y dividiendo ontre » ambos miembros 


de la última dosigualdad, obtenemos 


bad +% >, 





a= 


Notemos que la igualdad tiene lugar sólo cuando 





x, E 
e == =1, 0 sea, U4=%4=...=%,=8. 
Por el contrario, si los números 2,, %,, . .., z, no son todos 


iguales, se tiene 
e>g. 


Problema 5. Jóntre todos los paralelopípedos con la 
suma fija de sus tres aristas recíprocamente perpondicula- 
res, hallar el paraleJepípedo de volumen máximo. 

Solución. Sea m=a+b+c la suma de las aristas 
y sea V = abc el volumen del paralelepípedo. Puesto que 


YV = Va <A, 





2” 


a=b=0c =-=3, o sea, si el paralelepípedo es un cubo. 
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Problema 6. Demostrar la desigualdad 
a<( EY, 1>2 (5) 


Solución. Empleando el teorema 2, tenemos 
y A E IE | 
Ya=y 123 <A 


EE 
Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la última 
desigualdad, obtendremos la desigualdad (5). 

Definición. El número 

1 
ds ( Cl A 
se denomina media potencial do grado a. de los números ay, 
Aa, «+», Ap. En particular, el número 


ada +o 4 
” 


es la media aritmética do los números dy, dy, . + +, Ap; el 
número 


bm (Altet? 


” 


se denomina media cuadrática, y el número 


ésa A n 
E: ES EEE 
aa 
se denomina media armónica de log números 2;, 4g, . . ., Gp. 


Problema 7. Demostrar quo Si d;, da, . - ., An SON NÚMe- 
ros positivos y si 4 < 0 < P, se Lione 
ta <E<C (6) 
o sea, que la media potencial de grado negativo no pasa de 
la media geométrica y que la media potencial de grado posi- 
tivo no es menor que la media geométrica. 


Solución. Debido a que la media geométrica de núme- 
ros positivos no pasa de la media aritmética, tenemos 


azar... 0% aq ATI OS $ 


201405 
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Elevando ambos miembros de la última desigualdad a la 
potencia E y tomando en consideración que 7< 0, obte- 
nemos 
y 
A 2 pa CO 
¿=Y aa A AS ás 
Con esto queda demostrada la primera de las desigualda- 
des (6); la segunda se demuestra análogamento. 
De la desigualdad (6) se deduce, en particular, que la 
media armónica c., no pasa de la media aritmética c,. 
Problema 8. Demostrar que Si 4,, dz, . . -, Gn SON NÚMEe- 
ros positivos, so Licne 


a Ly L)>n 
O E E 
Solución. Puesto_que c., < g < C,, tenemos 


Sete. +e Sid 





De esta desigualdad se deduce que 
2 Lat E 
Sada) (GA p): 
Problema 9. Demostrar la desigualdad 
naa... < +A Hs (7) 
donde a >0, 24 >0, ..., 2, >0. 
Solución. Puesto que la media geométrica no pasa de la 
media aritmética, tenemos E 
aja, ap =Y da si, 


Multiplicando por » ambos miembros de esta desigualdad, 
obtenomos la desigualdad (7). 
De la desigualdad (7) se deduce que 


2010, <a? + aj, 3ayayas <a] + 03 + a%, 
fajayaja <a + a + as +, 


o sea, el producto duplicado de dos números positivos no pasa 
de la suma de sus cuadrados, el producto triplicado de tres 
números no pasa de la suma de sus cubos, eto. 
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$ 3. El número e 


El número e desempeña un papel importante en las Mato- 
máticas. Daremos su definición después de resolver una 
serie de problemas en los que se aplica solamente ol teo- 
rema 2. 

Problema 1. Demostrar que cualesquiera que sean los 
números positivos a y b (a + b) es válida la desigualdad 
ny-—_ amb 
va < > 

Solución, Tenemos 

" 


TA AAAKÁAX—ÓX 

a AA a 

Va Ya, AA ra 
N 


que es lo que se quoría demostrar. 
Problema 2. Demostrar que a medida que aumenta n 
también aumentan las magnitudes 


(ep) y (1) 





o sea, que 
É 1 
a (o y <= (1-3). 


n+4 41 








Solución. Tomando a =1 y b= 14 en la dosigual- 
dad del problema anterior, encontramos 
1 
y an (14L) 
V (e) <= 


Elevando ambos miembros de esta desigualdad a la potencia 
(n + 1) tendremos 


4 yn 4 ynel 

(142) <(14++) , 0 500, Lp < Eng 

La segunda desigualdad se demuestra análogamente. 
Problema 3. Demostrar que 


= (141) 





9. 
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decrece a medida que aumenta n, o sea, 


>= (1455) 
Solución. Tenemos 


== (Ly 


1 














a+ 

A+ 

(véanse las designaciones del problema 2). Como 3, aumenta 
a medida que aumenta », rosnila que y, decrece. 

En los problemas 2 y 3 hemos demostrado que 


a= (144) =2<00= (144)= 





=2, 2H < 2. LIA 
> (143)= 


daa 
Por otra parte, 


=3,315>Y3 >... >Yn> 


2 <= (4h) << <=. 
Luego, la variable x, satisface dos condiciones: 


1) z, crece monótonamente a medida que aumenta Rh; 
2) x, es una variable acotada (2< z, < 4). 


Es conocido que toda variable acotada y monótona cre- 


ciente tiene límite. Por lo tanto, existe el límite de la yaria- 
ble x,. Este límite se designa por la Jelra e, o sea, 


e=lím 2, =lím (42) 


nsco 
Como quiera que la variable zx, tiende a su límite aumentan- 
do, resulta que x, es menor que su límito, o sea, 


4 yn 
r=(14 4) <e. 8) 
Es fácil ver que e < 3. En efecto, si n es grande, tenemos 


La Un <Ys= (1+)'=2,985984. 
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Por lo tanto, también 
e=lím 2, <2,985984 < 3. 


no 

El número e, al igual que el número x, desempeña un 
papel importante en las Matemáticas. Se emplea, por ejom- 
plo, como base de logaritmos denominados logaritmos natu- 
rales, El logaritmo del número N respecto a la base e se 
reprosenta simbólicamente por la N (y se lee así: logaritmo 
natural de N). 

Se sabe que los números e y z son irracionales. Cada uno 
ha sido ya calculado con 808 signos decimalos; se Liene 


e = 2,7182818285490 ... 
Demostremos ahora que el límite de la variable y, es 
también igual a e. En efecto, 


lím y, = lím (1 +£)"=lim(141) (1+4) =0.1 se, 


Puesto que y, decrece a medida que se aproxima a e (véase 
el problema 2), resulta que 


qqret 
(1 + +) >e. (0) 

Problema 4. Demostrar la desigualdad 
a1> (2). do) 


Solución. Domostraremos la desigualdad (10) aplicando 
el método de indveción matemática. Es fácil comprobarla 
paca n = 1. En efecto, 


1=1>(4). 
Supongamos que la desigualdad (10) se cumple para n = k, 
O SCa, 
m>(£). 


Multiplicando por k 4-4 ambos miembros de esta última 
desigualdad, obtenemos 


Mya (E e) (Enya 


B 
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Pero, según la desigualdad (8), tenemos (1) <e y 
por eso, 


TS a AN E is 


e e e 





es decir, hemos demostrado la desigualdad (9) para n= 
=k + 1. Con esto, la desigualdad (9) queda demostrada 
para cualesquiera valores de ». 

Puesto que e << 3, de la desigualdad (9) se doduce que 


> (4). 
Empleando la última desigualdad os fácil domostrar que 
300! > 100%, 
En efecto, tomando n = 300, obtenemos 
3001 > (2) =100%0, 


De Ja misma forma que ha sido demostrada la desigualdad 
del problema 4, se puede demostrar esta otra 





LE e 


a<e( 


$ 4, Desigualdad de Bernoulli 


En este parágrafo demostraremos, apoyándonos en e) 
teorema 2, la desigualdad de Bernoulli que tiene interés por 
sí sola y so aplica frecuentemente en la solución de problemas. 

Teorema 3. Siz>-—A1 y 0<a< t, entonces 


(4 Si + as. (1) 
En cambio, si a<0ó a >, se tiene 
Ub ag>1t+az (12) 


El signo de igualdad en (14) y (12) se cumple sólo para x =0. 
Demostración. Supongamos que o es un número racional 


con la particularidad de que 0 < a < 1. Sea a = 2, donde 
mm y n sonmúmeros enteros positivos y 1 <m <n. Debido 
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a que 4 + x > 0 por hipótesis, tenemos 


. 
A A 


=Y/UEDOF ES 


Do. 
A 
> 


(a ci a 
A A O A 








_milpan—m _ mms 


El signo do igualdad tiene lugar sólo si todos los factores 
que figuran debajo del radical son iguales, o sea, si 1 -+ x= 
=1,x2=0. En cambio, si x 4 0, tenemos 


Ur <t+az. 


Es decir, hemos demostrado la primera parte del teorema 
para el caso en el que a es un número racional. 

Supongamos ahora que e, 0 <a < 1, es un número irra- 
cional. Sea Ty, fa, -. +, Fn, - . - una sucesión de números 
racionales que tiene a como límite con la particularidad de 
que 0<r, < 1. De las desigualdades 


(eS 1d 21>-1, n=1,2,3,... 


demostradas ya para el caso en el que el oxponente es un 
número racional, se deduce que 


14 lím (142)"< lím (1 +r,2)=1 Jar, 
10 ry=9 
Con esto Ja desigualdad (11) queda demostrada Lambién 
para los valores irracionales de «. Resta demostrar que para 
valores irracionales dez, siendo (<a <1, y 140, se 
tiene 
U+ ay <1t+az, 

o sea, que el signo de igualdad no tiene lugar en (11) si 


z 4 0. Con este fin tomemos un número racional r tal que 
a<r<t. Es evidente que 


arar=la+or)> 
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Puesto que 0 < z <1, resulta, según hemos demostrado, 
que 


Por consiguiente, 
r 
das (142). 
Si 20, tenemos (1 +£:)'<1 + rte =1 + ax, o sea, 
(Ut <1+az% 
Con esto queda demostrada por complelo la primera parte 
del teorema. 

Pasamos a la demostración de la segunda parte del teo- 
Tema. 

Si 1 + ax<0, la desigualdad (12) es ovidonte, pues 
su primer miembro no es negativo mientras que el segundo 
es nogativo. 

Si 1+az=>0, o sea, ax > -—1, consideraremos por 
separado cada uno de los casos. 


Sea a > 1; entonces, según la primera parte del teore- 
ma, ya demostrada, tenemos 


1 
diari Lhar=t+o 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si z = 0. Elevaudo a la potencia « ambos miembros 
de la última desigualdad, obtenemos 


1 4+az< (143). 


Sea ahora a <0. Si 1 + ax <O0, la desigualdad (12) 
se hace evidente. Si 1 + az > 0, tomemos un número en- 
tero positivo n de modo que se cumpla la desigualdad — A E 


< 4. En virtud de Ja primera parte del teorema, tenemos 
a 


ha "St Es, 





(1+2)"> >14to 





1 


e 
Z; 
a 
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(1a última desigualdad es válida porque 1 > 1-L a) > 
Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la 
última desigualdad, obtenemos 


(4 a >(1 44 2)">1 info. Haz. 


Notemos que la ignaldad puede darse sólo en el caso 2 = 0, 
Con esto queda demostrado completamente el teorema. 
Problema 1. Demostrar que para 0 >u > —1 se tiene 


(pet tl lp yl 


ni 
E RN e 
Solución. Puesto que 0<a+1< 1, tenemos en vir- 
tud de la dosigualdad (11) 
1 - 
jasa El, 
4 ya att 
(IM a , 
Multiplicando estas desigualdades por n%+1, obtenemos 
(nd US nl Y (41) 18, 
(n— 9% < nl — (a +4) 12, 
de donde es fácil deducir las desigualdades (13). 
Problema 2. Demostrar que para 0 >«u > —1, se tienc 
(mot ts a pe y 
— A +(mp+...pn< 
nl mp2 
att (14) 
Solución. Tomando en las desigualdades (13) n=m 
m-+d,..., n, obtenemos 
(m4 y ati a yo 
al al $ 
(mayo yo a (majo pl 
o O] ÚS 





a 
<m<z 





(mA (m2 emy y! 
A e a 


(m4 Jhon 4 ye 


a no 
Fl <n*< a 
Sumando estas desigualdades, obtenemos (14). 


26 





Problema 3, Hallar la parte entera del número 








E MB > 
ya? 757 ho... a" 
Solución. Tomando en (14) m=4, n = 41000 000 y 
t 








e=-,, obtenemos 
e e 2 2 
1 000.001* —4% 4.000 000* — 3% 
<< , 
3 3 
O sea, 
3 3,7 3 + 305 
71000001 * —7-4% <x<-3-1000 0007 aa, 





Puesto que 
2 2 
Ha 0000017 >$-10000007 =2..10000=15000, 


UM <4 2 /0>iY8=>, 
tenomos 
15000 —4<x<15000—3, o sea, 14 996 <x<14 997. 
De estas desigualdades resulta que [x] = 14 996. 


$ 5. Medias potenciales 


Ya en el $ 2 antes de ver el problema 7 hemos señalado 

que el número 
1 
a ( A A je 
A 

se denomina media potencial de grado a de los números 
positivos a, 4g, ..., Ay. Al mismo tiempo hemos demos- 
trado (problema?) que e, < cp, sia <0< bf. 

Ahora demostraremos que la desigualdad 


Ca < 0h 
os válida siempre que a < f. En otras palabras, la media 


potencial de grado a crece monótonamente a medida que 
aumenta Q. 
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Teorema 4. Si aj, dz ..., 4, son números positivos 
y a <P, se tiene c., < cg con la particularidad de que c. = 
= Cp sólo si 

44=4=...= Gp. 

Demostración. Nl teorema 4 ha sido ya demostrado 
para el caso en el que los números « y f tienen signos opues- 
tos (véase eJ”problema 7 del $ 2 y la definición que le pre- 
code). Resta demostrar ol teorema para a y P del mismo 
signo. 

Supongamos que 0 < «a < P y pongamos 

1 
RA aa 
ur de 


k=cam ( 


Dividiendo cg entre k, encontramos 


E (as + 

E Ta E A 

Tomando ahora 
a (Y. (E 

obtenemos 








(15) 
Puesto que 


1 
a 


(Artdatotón ) 








1 
a ay e 
A, 
1 
AE A 4 
7 ( mn ) = q ta == Co=1, 
resulta 
di + de + 


da 4,050, ++. bdp=r 








Pongamos 
di=1i4+xm dee=i4+i... da=1+0%. 
De la igualdad d, + da... 4d, =n se doduce que 
a+a+...2=0. 
En virtud del teorema 3 (notemos qeL> 1), Lenemos 


B. ¿Be B ) 
de =(( 42) 2 > 42 


2 A! 

de =(( +2) 714 7 e) 
feas qe A E 

de =(4 2)? 214% ) 


Sumando estas desigualdados, obtenemos 


cl ab 
dede. de 4h (++ + +2) =n. (16) 
De (15) y (16) se deduce que 
1 


E 
> (+) =3, 0 $e, cg >k=C0. 





Notenios que cp = a Sólo si en todas las desigual- 
dados (*) tiene lugar el signo de igualdad, es decir, si x, = 
==... =1, =0 (teorema 3). En este caso, se tieno 
di =d, .=dn =1 y, por consiguiente, a, = a, = 
=.,..=4, = k. En cambio, si los números 2,, dz, «+ ., Un 
no son iguales, so tiene 

Ca >Ca: 
Con esto el teorema 4 queda demostrado para el caso en el 
que 0<a<f. 

Si a<p<0, tenemos 0 << 1. Repitiendo los 


razonamientos anteriores, obtendremos en (*) y (16) signos 
de desigualdad opuestos. Pero como f < 0, de la desigual- 
dad 
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se deduce que 
E Be Lil 
cp (E Has + de ) B 
Maa: ANS 
es decir, 


Ñ 
>1Pa1, 


c>k=C. 

Con esto el toorema 4 queda demostrado complotamento, 

En lo que sigue la media geométrica será denominada 
media potencial de grado cero, o sea, se tomará g = Cy. 

Notemos que el teorema 4 subsiste también en este caso 
ya que (problema 7 del $ 2)c, <g=cpsia<0 y ca > 
>g=Ccpsi B>0. 

Dol teoroma deniostrado so deduco, en particular, que 

EEES 

es decir, la media armónica no pasa de la media geomótrica, 
la modia geométrica no sobrepasa la media aritmética, y la 
media aritmética no supera Ja media cuadrática de números 
positivos. Por ejemplo, si a, = 1, a, = 2 y az = 4, se biene 





atea yt 3 PO Y 
0 (1H) MA rd, 
1+3+3 
co=Y aaa =Y 12 4=2, 
as 


JE 
7 


ey (ted ) =Y ERES =VT= Bos 


y, por consiguiente, 
ta =17...<2=6<23...=0<%28.. == Cy. 
Problema 1. Demostrar que 124 y +2 >12 si 24 
+y+4z=06 
Solución. Puesto que la media aritmética no pasa de la 
media cuadrática, tenemos 





1 
ahyho _(Ránqe y 
a e o BE 
es decir, 
a Ety4r 
Py > A 
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En nuestro caso 2% + y? + 2? > =12. El signo de 
igualdad tiene Jugar sólo six =y=2= 2. 
Problema 2. Demostrar que siendo x, y y z números 
positivos y 2? 4 y? 4 2 =8, se Liene 
Dry > 6 vz 


Solución. Debido a que cz < c,, tenemos 
4 


(agas pegas”, 


En nuestro caso rosulta 


pon 
g 


(pay 


es decir, 
E 8,8 12 
e4p+r>a 2 EZ, 


Problema 3. Demostrar que para los números positivos 


Ay dz, + --, Ch, se cumplen las desigualdades 
(ha +. a) < 
Sa (a+ a+. +05), ai, (17) 
(+04... a) > 
ruta. .+am), 0<a<t. (18) 


Solución. Si a > 1, tenemos 
1 


tg CERRAR ) PEA 


B a 





=Cj. 


Es fácil deducir de aquí la desigualdad (17). De la misma 
forma so demuestra la desigualdad (18). En particular, de 
las desigualdades (17) y (18) resulta que 

(+y< (+y) a>t 2>0  y>0, 
(a Ly > 27 (224 y2), 0<a<1, 2>0, y>0. 
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Problema 4. Demostrar que si 2 4y 42 = 81, 
x>0,y>0yz>0, se tieno 


+ y+4+2<0. 
Solución. Puesto que 
(+ y + < 80 (2 4 y? 4 27) = 9-81 = 729 
(según Ja desigualdad (17)), resulta 
+y+2<Y/ 78 =9, 





CAPITULO 11. 





APLICACIÓN DE DESIGUALDADES 





En este capítulo explicaremos cómo se aplican las desi- 
gualdados a la determinación de los valores máximos y míni- 
mos de funciones y al cálculo de los límites de algunas 
sucesiones. Además, deduciremos aquí algunas desigualda- 
des importantes. 


$ 1. Valores máximo y mínimo de una función 


Numerosos problemas prácticos so reducen al ostudio 
do una u otra función. Por ojemplo, soan x, y y z las dimen- 
siones de caja con tapa (de un paralelepípedo); entonces, el 
área de su superficie es 





S =2xy + 2yz + lex 
y su volumen es 
V = x2yz. 


Si para la fabricación de una caja de volumen determinado 
se emplea un material costoso, es deseable, claro está, que 
la cantidad de material soa mínima, es decir, que el área 
de la superficie de la caja sea la menor posible, Este es un 
ejomplo sencillo en el que se trata de hallar el mínimo de 
una función de varias variables. Problemas semejantos se 
plantean muy a menudo y los matemáticos más destacados 
siempre prestan la debida atención al desarrollo de los 
métodos de solución de los mismos. 

Aquí resolveremos varios problemas de este tipo basán- 
donos en las desigualdades estudiadas en el primer capí- 
tulo 1). Previamente demostraremos un teorema. 

Teorema 5. Sia >0,0 >1 y 2>0, la función 


e —az 


1) Acorca do la aplicación de desigualdades de se- 
guudo grado a la determinación de los valores máximo y mínimo, 
puedo verso el libro de. P. Natansón «Problemas olementales sobre 
máximos y mínimos» (Jxlitorial MIR, 1976). 
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1 
alcanza su valor mínimo, igual a (1 — «u) (5 , en el 





punto x= (E E 


Demostración. La demostración es muy sencilla si a = 2. 
En efecto, puesto que 


cala 


la función toma su valor mínimo, igual a -£, en ol 
punto x= 3 >0. 

Si a >1 es arbitrario, para domostrar el teorema hay 
que recurrir a la desigualdad (12) del teorema 3. Puesto que 
a > 1, tenemos 

14 >t+0a 2>-4, 
teniendo lugar la igualdad sólo para 2 = 0. Tomando aquí 
1 +2 = y, encontramos 
y>t+a(y—1), y—oay>1i—a y>0; 
el signo de igualdad tiene lugar sólo para y = 1. Multipli- 


cando por c% ambos miembros de la última desigualdad, 
obtenemos 


(cy)” — act! (cy) > (l—ajer, y>0. 
Poniendo 


t=cqy y acia, e=( 


ala 


tendremos 


a=T 


22 —ar>(1—0)c%=(1—a) (E) 
donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para x=c= 
1 
ayant 
al 
Es decir, la función 
2 —ozr, a>i, a>0, z 


V 
2 


301405 
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2 
alcanza su valor múnimo, igual a (1 — a) (SD en el 
10) 
punto -= (3. Hemos demostrado el teorema. 
En particular, la función 2* — az (a = 2) alcanza 
2 


4 A ay 21 ae 
su valor ii igual a (1 —2) (2) =—=7, enel 
ay ET , 
punto z=(5) =>3- Este resultado concuerda con el 
obtenido anteriormente por otros razonamientos. La fun- 
ción 2% — 27% alcanza su valor mínimo, igual a (1 — 3) x 
1 








x (DH —55, en el punto E =3, 


Observación. Notemos, para lo sucesivo, que la función 
ax — A = — (2% — az), 
donde 4 >1, a >0 y z >0, alcanza su valor máximo, 
a 1 


igual a (a — 1) ae en el punto = (9. 
Problema 1. Hallar las dimensiones de la viga de máxi- 
ma resistencia *) que puede sacarse do un tronco. 





Solución. Sean AB = x el ancho de la viga y BC my 
su altura y sea AC =d el diámetro del tronco (fig. 1). 


1) La resistencia de la viga jes proporcional al 
producto desu ancho por el cuadrado de su altura. 
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Siendo P la resistencia de la viga, tenemos 
P = kay = kz (d — 2?) = k (de — 2%). 


La función dx — 2% alcanza su valor máximo cuando 





Es decir, tendremos la viga de máxima resistencia a el 
cociente entre su alturafy su ancho es Vi=14= + 
Problema 2. Hallar ol valor máximo do la función 
y = sen zx sen 2z. 
Solución. Puesto “que sen 2x7 = 2 sen x cos x, tenemos 
sen x sen 2x1 = 2 cos « sen? x =2 cos x (1 — cos? 2),= 
=2(6—2), 
donde z=cosw y, por consiguiente, —1<2<1. La 
función 2—23=2(1 — 2%) toma valores negativos si 
1 <12<0, es igual a 0 si z = 0 y toma valores positivos 
si 0 < 2 <1. Por consighiente, la función alcanza su valor 
máximo en el intervalo 0<2<1. 
En el teorema 5 hemos demostrado que la función z — 2%, 
> 0, alcanza su valor máximo en el punto 
e 
CES 1 
e (3) YE 
En este punto, 


sen y sen 212= 22 (1—2?) = 





3Y3 
Es decir, la función y = sen x sen 2x alcanza su valor má- 
ximo en los puntos en los que 3==c08 x= =. y este valor es 


V3 


3 = 0,77. En la fig. 2 representamos la gráfica 





igual a 3 S 
de la función y = sen x sen 2z. 


$ 
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Problema 3. Hallar el valor máximo de la función 
y = Cos z cos 2x, 


Solución. la Sunción y = cos x cos 2x no es mayor que 
4 porque los factores cos z y cos 2x no son mayores que 4. 








FIG. 3 





Pero en los puntos x = 0, +2x, +ó4x, ..., tenemos 
cos x cos 2x = 1. 

Es decir, la función y = cos x cos 2x alcanza su valor máxi- 

mo, igual a 1, en los puntos z=0, +2x, +4x, ... En 

la fíg. 3 hemos representado la gráfica de la función y = 


= cos y cos 2r. 
Problema 4. Hallar el valor mínimo de la función 


2% +, 
donde a >0,a<0yx>0. 


Solución. Puesto que o < 0, tenemos, según la desi- 
gualdad (12), 


149 >1+02 
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donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para 2 = 0. To- 
mando 4 42 = y, z =y — 1, obtenemos 


r>i+a—-1 y>0, 


donde el signo de igualdad tieno lugar sólo para y =1. 
De la última desigualdad se deduce que 


y—oy>i—a, (cy) — ac! (ey) > (1 —a) 0%. 


Poniendo a = —ac*-1 y x = cy, encontramos 
0 


22402 > (1 — 0) 09 = (1 —a) (47), donde ol sig- 
e 
a ya 
=,) 
Es decir, la función 2% + az alcanza su valor mínimo, 
igual a 


no de igualdad tiene lugar sólo para z = 





E 
a 
pa. 
1 
a yal 
en el punto 2= (<=) 5 
Por ejemplo, la función 


1 . 
Y +2x, 2>0, 


alcanza su valor mínimo en el punto 





38 





Problema 5. Hallar las dimensiones óptimas 1) de un 
recipiente de forma cilíndrica con fondo y tapa (de una lata 
de conserva). 

Solución. Sea V = nr?h el volumen del recipiente, donde 
res el radio y h es la altura del cilindro. El área total de la 
superficie de) recipiente es 


S = 28? + 2nrh. 


a 
Puesto que h ==, tenemos 
au 





9 Y y 2v 
2 — = im? 
210 +27 210? 4. + 
Tomando z == 2, encontramos 
Sud 2Vr= 21 (142) p 
a 


Según el problema anterior, la función at z alcanza 
su valor mínimo para 


(E E 


Volviendo a los símbolos iniciales, encontramos 


1 3/7 7 _V__arh h . 
LV ro, rs hmdrmd 
Es decir, el recipiente tendrá dimensiones óptimas si su 

altura y diámetro son iguales. 


Ejercicios 


6. Hallar el valor máximo de la función x(6—x)? si 0<zx<06. 

Sugerencia. Poner y=6—z. 

7. Do una lámina cuadrada de dimensión 2a, se corta do cada 
esquina un cuadrado para que so pueda fabricar, doblando los salien- 
tos obtenidos, una caja sin topa de capacidad máxima (fig. 4). ¿Cuál 
será la dimensión de los cuadrados recortados? 

8. Mallar el valor mínimo do la función 


048245, 








1) Las dimensiones de un recipiento de un volumen 
dado se consideran óptimas si su fabricación requiere la cantidad 
núnima de innterial, o sen, si es mínima c) área de la superficie del 
recipiente, 
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9. Hallar el valor mínimo do la función 
16-845. 
10. Hallar el valor máximo de la función 
2%—az 


si0<a<t, a>0, y 2>0. 








FIG. 4 





11. Demostrar que para x>0 es válida la dosigualdad 
Vz <+ +2. 

12. Domostrar que para n*>3 es válida la disigunldad 
Ya>"ya+1. 

Sugerencia. Empléose la desigualdad (8). 

13. Hallar el mayor de los números 


1 VA Y3 Ya Y5-. Vm.. 
14. Demostrar Ja desigualdad 





15. Demostrar la desigualdad 
(14-01) (14-03) --- (Ln) > tata «no 
donde los números «; no son menores que —1 y tienen todos el 
mismo siguo. 
16. Demostrar la desigualdad 


A ES 
A O) 
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Sugerencia. Demuéstrose primero que el polinomio 
(032 —b124- (092 — bo... Hana —bp)2= 
=22 (aabt. pag) 
— 2 (aby 0gba pap) + (MPB 0h) 


no puede tener dos raíces reales distintas. 

17. Empleando la desigualdad (19), demostrar que la media arit- 
mética no supera la media cuadrática, 

18. Demostrar lu desigualdad 


$ <VFI-V51. 


19. Empleando la dosigualdad del ejercicio 18, demostrar la 
desigualdad 


E 1 1 1 
AI VA V E AR AR» 
RT A E 

20. Mallar los valores múximos de las funciones 


Ed 2 10, 
A Y *082t 


3 
Respueste. —__— 04. 
¡ qe 
21. ¿Para qué valor de a el valor mínimo de la función 


Vi++ es igual a 2,5 
Respuesta. a==8 


$ 2. Desigualdad de Hólder 


Jiwpleando los teoremas 5 y 6, en el teorema 7 se demuestra 
Ja desigualdad de Hólder que posteriormente se aplica a la 
solución de algunos problemas. 


Teorema 6. Si p>t, Ft, z>0 e y>0, 
se tiene 


p 13 
yz+L, (20) 


Demostración. Ln virtud del teorema 5, sia >1,0>0 
y 230, tenemos 


a 


22—ax>(1—0) (Sa 
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Tomando en osta desigualdad a = p y a = py, encontramos 
» 


P 2. 
> (LA 


Puesto que Ih, resulta 


1 1í_p-1 2 
A A => 


Pm 
q P pg >” a TS 


q 





Introduciendo estos valores en Ja desigualdad (21), obtene- 
mos 


a7— pyr> + y 


Dividiendo entre p todos los términos de la última desiguaj- 
dad “y pasando los términos negativos de un miembro al 
otro, obtendremos la desigualdad (20). 

Teorema 7. Si 41, Qg . +.» Any Dis bz...» On son 
números positivos y los números p y q cumplen las condiciones 
del teorema 6, se tiene 


aby + ada. . «and < 


zu 
q 


Y 
<(d+ a+... am)? (0 40I4 +05). (22) 


Demostración. Pongamos 
qa. bar=4P y Dpdi4.. dB, 


El segundo miembro de la desigualdad (22) sorá igual onton- 
ces a 


1 1 
(497 (897 AB. 
Pongamos ahora 
4 =ÁC, € =ÁCa ..., ln = ÁCn, 
d,=Bd,, bi=Bd, .... 0d, = Bdn. 


Puesto que 
P=ddar+.. +ah=AP 4 Are. Ach 
=P (G+c+...+ch), 





resulta 
A 

De Ja misma forma se comprueba que 
dd. + did. 

Aplicando ahora la desigualdad (20), obtenemos 

E. A 
ab=AB (ud) <8B (FE), 
3 
ls 


p 
are AB (2 de 


2.4 
ab AB (FAZ). 
De estas desigualdados se deduce que 
(Q1b;-haaba=e +. apli < : 
(a + a 
F 
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<AB 
=4B (441) =4B 
Pp q 
(recordemos que L+i= dl, A+ at... +er=1 y 
a+ d+. ..+¿ 1) 

Es decir, hemos demostrado que el primer miombro de 
la desigualdad (22) no pasa de AB, o sea, no sobrepasa el 
segundo miembro. 

Es fácil encontrar el caso en el que tiene lugar el signo 


de igualdad en (22). Efectivamente, el signo de igualdad 
en (21) tiene Ingar sólo si 


Poy 





(véase el Leorema 6). De la misma forma, el signo de igual- 
dad en cada una de las expresiones (*) tendrá lugar sólo si 
2 E 


2 ES 
Pp Pp 1 
a4=d?, a=df,..., Co=dp, 
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es decir, si 


dd, dd md 


Finalmente, multiplicando por 4”B? estas igualdades, 
obtenemos 


BI (Ac,P = AP (Bay), os decir, Ba = APD]. 


CI CN Ar 
E ds 2 
0 BY Y BY El Ba 


Por consiguiente, el signo de igualdad en (22) tiene lugar 
sólo si 


Observación. Poniendo en (22) p =2 y q =2, obtene- 
mos la desigualdad (19) (véase el ejercicio 16): 


ayb; + agba+ > ++ Anda E 
<V dear A 





) 


$ 3. Aplicación de desigualdades al cálculo 
de límites 


Empleando las desigualdades demostradas, calenlare- 
mos en los problemas que siguen los límites de sucesiones 
bastante complejas. 

Problema 1. Demostrar la desigualdad 

1 1 11) 2 
ln (145) <>? (23) 


Solución. Uniendo las desigualdades (8) y (9), obtone- 
mos 


(<< (mt) 





3) in (1+ 2 representa el logaritmo do baso 


(Véase las págs. 2021) del número (1 + +. 


44 





Pasando en estas desigualdades a los logaritmos de hase e, 
encontramos definitivamente 


nin(14+4) <me=1<(44)1n (144), 
1 1 1 
SM (14) << 


Problema 2. Hallar lím z, si 


10 


1 1 1 4 
a=l+z, mito 
1 1 1 1 1 E 1 1 
a=pt3tgt m7 id 





dro 

Solución, Tomando en Ja primera de las desigualdades 
(23) n — 4 en lugar de n, obtenemos 

1 1 n 

q <In (14 “== )=1m AT: 

De esta desigualdad y de la segunda de las desigualdades 
(23) se deduce que 

In ab 








mel <>; (24) 


Empleando las desirialdades (6, . escribir las 
desigualdados 

















hn a h<mti, 

In e < + <ntl, 
In <a smtE, 
a a por Pr 





ln a << hi: 


Sumándolas y teniendo en cuenta que la suma de Jogarit- 
mos 0s igual al logaritmo del producto, encontramos 





(40 (042) (43) 0 (ad) 
la y )Mr2)...2n 


1 1 3 n(m44) (042)... 2 
<a ta M7" 
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o sea, 
244 21 1 1 2n 
ld É<br +. .+3<hb-37+ (25) 
Puesto que E =2 +2, resulta 
¿ anto áY. 
lra ln == Jimdo (247) =1m 2. 
á 2n $ 2 
De la misma forma, de —p= 2+ =] »* deduce que 
lím In 2 =1n2. 
10 


Es docir, son iguales los límites de los miembros extremos 
de las desigualdades (25). Por consiguiente, el miembro 
intermedio tiene también ese mismo límite, o Sea, 
: 1 4 1 A 
Lim (Apt 5) lim, 102. 


Problema 3. Hallar lím zx, si 


a=t, mid, m=t4tj 
14,3 4,4 4 dá 
A 
Solución. Tenemos 


tot 
pepe tre) 

aid 
pde tre 

O IS 


En el problema anterior hemos tomado 


4 4 1 
AN 
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Por consiguiente, Tm =2 1. Pero lím z, =1In 2 (véase 


el problema anterior); luego, a 
ro csi e] 
lím sn = lim (==) =In2. 


Observemos ahora qUe Zan+ = Tan amy y, por consi- 
guiente, ] 


noo ¿2 


o 1 
lám ¿cane = lim (an +53) =)1n 2. 
2n4t a ( 2 Hp) 





Es decir, 


lím xy = In 2. 
noo 


Observación. Los números z, = 41, g = 41 + dy, Zg = 
= (1 +43 Ag .. Ti =0+4+... +4 so de- 
nominan sumas parciales de la serie 


A+ Ha th... a+... 


Una serie se llama convergente si la sucesión de sus sumas 
parciales tiene límite finito. En esto caso, el número $ = 
= lím zx, se denomina suma de la serie. 


no 
Del problema 3 se deduce quo la serie 


1 1 1 1 1 
E CI 





converge y que su suma es igual a ln 2. 
Problema 4. La serie 





O 


se denomina serie armónica. Demostrar que la serie armónica 
diverge. 
Solución. Sogún la desigualdad (23) 


1 n+1 
=> ]m==- 


$7 





Poniendo n= 1, 2, 3, ..., rn, podemos escribir n desi- 
gualdades 

1>In > 

E 3 

LEER 

1 4 

3>.n3» 

1 n+1 

=> In E 
Sumándolas, obtenemos 

1 1 1 

lg ig > 


2-3:4-...-(n+1) 
ii ie): 


De esta desigualdad se deduce que 
lím 2. >lím In (1 4-1) = 00; 


no n=c0 
por consiguiente, la serie armónica diverge. 
Problema 5. Demostrar que la serie 
y 1 4 
PA AA AN 26 
+= a EJ L hs + (26) 


converge para cualquier « > 1. 
Solución. La sucesión de las sumas parciales de esta 


serie 








aa 
4 
m=14+30» 
E 
aida: 
15451 
aioz: 
iris 
La 14 ao +8 
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es monótona creciente, o sea, 
III. ...IH<X-.. 


Por otra parte, sabemos que toda sucesión de números 
monótona ereciente y acotada tiene un límite finito. Por 
consiguiente, para demostrar la convergencia de la serie (26) 
basta demostrar que la sucesión de los números xz, es aco- 
tada. Pongamos 


1 1 4 4 1 
E NI 





Puesto que 


OS 
Agra ena.) (amo? 
resulta que 

¿Yan <A. d 
(pues en todos los paréntesis figuran números positivos). 
Por otra parte 


í Y 1 4 1 AN E 
NN re 


1 4 4 1 





1 
Stato tata) 





1 1 1 sl 1 
=p 
4 2 1 1 

lt 


1 
to 

Puest AREA 2, tenemos 
esto que 7, = prat ns + 'enemos 


(an) 





en. 


2 
Yan =Ten — ya tr 


Ahora bien, como tan > Z, € Yan < 1, resulta 
2-2 


2 
1> Yan > En — 37 n= EN 
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De aquí se deduce que 





o sca, los números x, están acotados si a. > 1. Con esto que- 


da demostrado que la serie (26) converge y que su suma no 
a 





pasa de- Ri 
Por ejemplo, para au = 2, se da 


a 
it 





na SR 
Slim ah ht S2 
En el curso de Matemáticas Superiores se demuestra que 
A A) 


Ejercicios 
22. Hallar la suma de la serie 
SA rem, 
Tv RS 
Sugerencia. e Ja igualdad (27). 
Respuesta. st 73" 
23. Demostrar las desigualdades 
sed Je a MA 
ari<t+2 A A a it a>0. 
26. Siendo 


ER TE AA 
demostrar que 

qe al 
A AA 








a>0 


25. Demostrar Ja desigualdad 
(1b10y Hazbacark «bt gbacn)? < 
< (dad an) (0d DBA 
FHD(ARAA he 


donde az, bx y e son púmeros positivos. 
AfA—01405 
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Sugerencia. Aplíqueso la desigualdad (7) y el método empleado 
para demostrar (22). 
1 1 1 
26. Para 2. =—+4 En 
ppt 
mero entero positivo, demostrar que 





*+h donde k es un pú 


lím 2.=Ink. 


no 


Sugerencia. Apliquese el método de solución empleado on el 
problema 2 de esto parágrafo. 


$ 4. Aplicación de desigualdades al cálculo 
aproximado 


Al iniciar nuestra exposición hemos señalado «que los 
problemas prácticos requieren, como regla, el cálculo apro- 
ximado de ciertas magnitudes y también el saber operar 
con estas magnitudes calculadas aproximadamente, Cuanto 
mayor sea la exactitud en el cáleulo de estas magnitudes, 
menor será, lógicamente, el error en la solución del pro- 
blema. 

Ahora queremos volver al cáleulo aproximado de Jos 
números de tipo 

4 


San = qa 






asf 0<a<t, kn. 
( na 


En el $ 4 del capítulo 1 hemos calenlado el número $), » 
para le = 1, n = 1000 000 y a= 7 con un error menor que 
0,4 (problema 2). Alí mismo (ejercicios 2 y 3) hemos cal- 
culado S,,, para k = 10 000, n = 10" y 2 =-=y con un error 


menor que 0,01. La comparación de estos 5 ejemplos 
pone de manifiesto que el mélodo empleado da mejores 
Fesullados para valores mayores de k. En el $ 4 del capí- 
tulo 1 (problema 3) hemos encontrado la parte entera del 


- g 
número S,,, para k =34, 1 =101 y a=>3, 0 Sea, homos 
calóulado este número con un error menor que 0,5. No hemos 
PS A 1 
determinado la parte entera del número S,,, para o =-3 





11 


y n=10* por cuanto el método empleado en el primer 
capítulo no es aplicable a este caso. En el parágrafo pre- 
sente perfeccionaremos el método de cálculo de la magni- 
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tud S,,, lo que permitirá hallar magnitudes semejantes 
con relativa facilidad y alta precisión. 
Lema 4. Si 1, >2%2 >%3 >... >%p, Se tiene 


OSA =2%—%+2%-% ++... + (4) 2, <2. 


Demostración. En esta suma algebraica, el número de 
sumandos positivos no es menor que el número de sumandos 
negativos. Además, cualquier sumando positivo es mayor 
que el sumando negativo que le sigue. Por consiguiente, 
es positiva la suma algebraica de estos términos: 4 >0. 
Por otra parte, 


Am — (y — 13 4 — ++ + + (—4)"925) 


y, Puesto que el número que figura ontre los paréntesis es 
positivo, resulta A < zx ,. Hemos demostrado el lema. 
Lema 2, Para 0 <a <t, son válidas las desigualdades 














(CL tt Us 7 . da, 
T=a <a 
1 Qay!i-9— y 1-a 
ta AA 


Demostración. La desigualdad (28) resulta de la desi- 
gualdad (14) (problema 2 del $ 4 del capítulo 1) si en esta 
última tomamos n +4 en lugar de m, 2n en lugar de n 
y —a en lugar de au. 

Teorema 8. Es válida la igualdad 


Sh AA 

















5 
- [a + ase ar) 
+ pl > | $ E el 5) 
Demostración. Tenemos 
Ei o A 
N Pa ptas Posh: 


y 


52 





-Agregando y resultando en el segundo miembro el número 
4 4 1 4 
ler tal: 








En 
obtenemos 
E ir e TO 
Alt l- 
ptr , 


Los números que aparecen dentro del primer corcheto tienen 
1 Pa 4 
37 “omo factor común; sacándolo fuera encontramos 





A A A 
SA a 


2 1 1 1 
E E 
4 1 1 
Lata tar) 


Pero como entre los paréntesis aparece el número Sn, 
resulta 





1 4 4 
e 
1 1 4 
1 +5 —al 
, 
(4-4) EE Sns 


De aquí, multiplicando por 2% y dividiendo entre 2 — 2%, 
se obtiene la igualdad (29). 

La igualdad (29) tiene interés por cuanto reduce el cál- 
culo de $, , al cálculo de la magnitud Sa,,n+, y de la mag- 


nitud ata- La primera se cal- 





1 

e 
cula con elevada exactitud, para valores grandes de n, 
aplicando las desigualdades (28). En cuanto a la Segunda, 
sabemos del lema 4 que es menor que cero y mayor que 





2 


Además, si hallamos la suma de los cualro térmi- 





ue” 
nos iniciales de esta última magnitud, el resto (o sea, el 
1 Es 
error) será menor que cero y mayor que — A 
5 —y 


En los problemas que siguen, esta última magnitud lam- 
bién será calculada con mayor exactitud. 
Problema 1. Hallar la suma 


an to ea 
A=1+ 7 h7pt +7 


con un error menor que 0,002. 
Solución. En virtud del teorema 8, tenemos 





donde 





Según el lema 2, el número B satisface las desigualdades 


2 (Y 2 101 Y 101) <B<2(Y 2-10 108). 
Los miembros extremos de estas desigualdades difieren en 
3-10"* todo lo más. En efecto, 


(Y 10F1—Y 108) —2 (Y 2-10 F1—Y 2105) = 
= E = 2 a 
IN VAS 
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Por consiguiento, la media de estos números difiere del 
número B en 2-107* todo lo más. Calculando el primer 
número y restando de él 2-40-*, obtenemos 
B = 828,4269 + A,, 
LA, [< 2+1074, 
Pasemos a calcular el número €. Sea m un número impar. 
Ustimemos la magnitud 
1 4 1 1 
D== =- == —.o——=. 
Vm vantyan Y Zn 
Con este fin observemos que 











VIF1IV k=1 
Y que 
Es 2 2 + 2 
Vaya Yari+Va nt y nt 
e e e 
TN Pa 


=Ymp1-Ym-1-Vm+24+Vm+Vm+4-3— 
— mp1I—-Vmp44Vm424...—V2n+ 14 
+V2m-1=Vm--Vm-14+V2-V2n+1. 
Como vemos, es relativamente fácil calcular ol número E. 
Restando de la magnitud £ la magnitud D, obtenemos 


E—D=( 





a 
VA+HI-Ym 


-(+==>577-733) 
Vray Vr 






“ON AFi-Y 2-1 
Demostremos que los números que aparecen ontre los parén- 
tesis son positivos y decrecen monótonamente. En efecto, 











2 A 2 VR AV M4 Y m0 _ 
Vutt+y m1 Yum Ym(Ym+I4ym—-1) 
2m—2 Y m—1 











TA A TV ADR VA Var Vm=D 
2 
=y Aya Y m0 (2 Y mi Y m4 m1) (m4-Y im2=1) 











5] 
Es] 





De aquí puede verse que dichos números son positivos y 
decrecen monótonamente a medida que aumenta m. En 
virtud del lema 1 
0<E=D< 

2 


VAR a A mé)" 
No cometeremos un error muy grande si en el denominador 
sustituimos m +1 y m —1 por m. Tendremos entonces 
1 


2 
Ym2 m4 mon 2 
B-n? 








0<E=D< 


Si tomamos m = 9, tendremos 
, 1 ñ 
0<E—D< 33 <0,0006. 
Es decir, para m =9 y n = 10* resulta 
E —D =0,0003 -+ Az, | A, | < 0,0003, 
D = E —0,0003 + A, =/I—V8 + Y 2-40 — 
— Y 2.105 F 1 — 0,0003 + Az = 0,1710 + Ay. 
Volviendo a la magnitud C, encontramos 
4 1 1 3 1 
AE A 
“tata yoryaypoyst? 
1 1 1 1 1 1 1 
wWrvatrvtnv 
1 1 1 
+04710 + da=1 377 (1+3)+ 
+0,1710 + d¿= 








=1 


1 1 1 1 
tura 
pa A HU 1/13 V 5417 0,1710 dbz 


O sea, para calcular el número C con un error menor que 
3-10-1 necesitaremos extraer solamente cinco raíces y rea: 
lizar unas cuantas operaciones aritméticas. Recurriendo a las 
tablas y realizando los cálculos correspondientes, encontra- 
mos 


C =0,6035 + Ay. 
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“Tomando en cuenta los valores obtenidos para B y C, 
y retornando a la magnitud A encontramos 


=(V2 +1) (8 —C) =(V2 + 1) (827,826 + A) 
=(V2 + 1) .827,8226 + 2,543, 
donde 
12,58, 1< 25 (14, 1+)42 1) <2,55:5-10- < 2-10, 
Por consiguiente, con un error menor que 2-10 tenemos 
4 =(y/2 + 1) 827,8226 = 1998,539. 


Problema 2. Calentar el número 


Ale gto 





con un error menor que la unidad. 
Solución. En virtud del teorema 8, Lonemos 





Aplicando las desigualdades (28), podemos calcular fácil- 
mente y con gran exactitud el primer sumando que, según 
estas desigualdades, puedo ser sustiluido por el número 





ES == 
(210) 4 (082) 4 
AE 
1-7 
4 
y E. ==> 100 
=H-10(/3 1) 4 10%. 


En virtud del lema 1, la suma 





ya 1 1 
Uat 
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es positiva y no supera el primer sumando. Puesto que este 
último es menor que dos, tenemos 


FA0-2<4< 10. 
Los números extremos difieren uno del otro en 2 y en menos 
de 2 del número A. La media aritmética de estos números, 
0 sea, $-10* — A, difiere de A en menos de 1. Tomando este 
último número, obtenemos 
A = 13333333323 + A, JA |<. 
Notemos que el número 4 (que comprende un billón de 


sumandos) ha sido calculado con gran exactitud. El error 
relativo es menor que 


100 : 1333333332,3 < 0,0000001% . 


Ejercicios 
27. Calcular con un error imenor que la unidad el número 
4 A 1 
4 Y E 3? +7 
Respuesta. 14999 
28. Demostrar que es válida la igualdad 
pi-a 


4 A 1 
air ear o Pr 


donde f, es un infinitésimo (o sca, lím P,=0) y 
no 





—C+4Bn, 


ES 1,4 
2. [+2 








e A E ES 
A 


501405 





SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 


1. Poniendo en las desigualdades (1) (pág. D a=m, mab4, nl, 
tendremos 


Vir << Y m2 1, 
Va 











ma 2 Y mp1 a 2V mF1I— m 
2h 21 <q VA 2V m, 
2 VVS Vir y ni, 






22 T1-2 Vic <2Y 1-2 21. 











V 
Sumando ostas dosigunidades, encontramos 
— vo 1 1 4 
21/1F1-2/m=< == + += 
3 Va aman 


q 


2 Vo, 





vi 
2. Tomando m-==10000 y n=1000.000 en las desigualdudos del 
ejercicio 1, obtenemos 





2/10 2 IW<+R—= + ht 
ya | Vi000 * yi00n 


<2/ 10000 —2 Y 9999. 


Aca 


1 
+7 
Puesto que 
2 / 1000001 > 2/ 1000 000 = 2000, 
2 T000Ó=200 y 21 399=// 3999 > 199,98 


(la última desigualdad se compruoba fácilmonte si se calcula la raíz 
cuadrada en menos de 0,01), resulta 


2000— 2001900 -< +5 
yañoo - “1600 





< 2000 — 199,98 = 1800,02 





ATA 


3. Multiplicando pue 50 las desigualdades «del ejercicio 2, ohle- 
nemos 


90 000 < 50z -< 90 001, 
de donde 
[50:] =90 004. 
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4. Es obvio que la desigualdad se eample para n= 1; 
3 Ñ 
IASTERA >>" 
ES 


Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para n=k: 








CE ds 
PC VE] S 
y demostremos que también so cumple para n=X-+4, 0 sea, que 
305 2k—1 2k-+1 1 
a AS + < S (1) 
24 6 2k  2k4-2 VR+4 
Multi plicando por a 2 la desigualdad (2), obtenemos 
dd A! aL 1 A 
E E E ao 
Resta demostrar la designaldad 
t 2-1 1 


Vi AA Y 


Multiplicándola por (2-42) Y 3E+1V 3k+4 y elovando al cuadra- 
do ambos rniembros de la E bata, encontramos 


(2k4 19? (3k+ 4) < (24 4-2)? (2k4-4) 


1243-2824 19%-4- 4 < 42K3 4 2842 4- 20k há. 


Es evidente que esta última desigualdad se cumple pues k> 1. 
Con esto queda demostrado que la desigualdad 


13 2n—1 4: 
a de E 
SY an1 





NE 

es válida para todo n. 

5. Poniendo n=50 en la desigualdad del ejercicio 4, obtonemos 

1,3 2 4 A A E 

A E EEE E ES 

6. Si tomamos y=6—=, 2=6—y, el problema quedará reducido 
a la determinación del máximo do la función 

(6—y) 9 =62— 9 

para 0<y<6. Poniendo ahora y?==z, obtondremos la Función 


3 
z 





6z—z 
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cuyo valor máximo (véaso la observación de la pág. (34) es igual a 














3 
NP 
3)3* 
y se alcanza en el punto 
6 
Al 3 
7: 
La función 6y2—y3 toma su valor máximo, igual a 32, en el 
punto y -- Y Z==4. 
La función 7 (6—=2)2 alcanza su valor máximo, igual a 32, on ol 





6 





punto 





y=6—4=2. 
qe: volumen de la caja (véase la fig. 4 de la pág. 39) cs 
igual a 
V=x(20—21)2=4r (02, 0<z<a. 
Poniendo y=a—x e y?==2, tendremos 
3 


V=4(02—?). 


7 


La función az—2% alcanza su valor máximo en el punto 


poa. 


- 22 2a 
=V1=% a 
Vi, ma a. 
Es decir, para que el volumen de la caja sea máximo, la dimensión 
del cuadrado recortado debe ser scis veces menor que la dimensión 
del cuadrado inicial. 
$. El valor minimo de la función 25+-8,24 5 es igual a 5 y se 
alcanza para =0. 
9. Tomando y==", reducimos el problema a la determinación 
del valor mínimo de la [unción 


P—8y4+5 





Por consiguiente, 


para valores positivos de y. 
En el teorema 5 hemos demostrado que el valor mínimo de la 
función y? —Sy es igual a 


IN 
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El valor mínimo de la función ¿?—8y+5 os igual a 
VO 538 $83 


10, Poniendo y==", obtenemos la [unción 





1 
Según el teorema 5, el valor máximo de la función Ly—y% es 
igual a 





Multiplicando por « este último tesaltado, encontraremos el valor 


máximo de la función a (Lu-r*) que, por consiguiento, es 
igual a 
1 4 0 
e it Le 
et at at 
at «a Al > 
11. La función /3—2x, 250, a=-,0=2, tiene el'siguiente 


valor máximo: 





dE 
7 





ago” 
a 


Por consiguiento, para todo x>0 se cumple la desigualdad 








Vi-u<i. o sea, $ TS Hoz. 


42, Representemos la desigualdad (8) en la forma 


(E e, (aa ent, 
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Sin >3>+, se tiene 

(A+ 1)" <ent < Bnr S nn 074, 
Elevado ambos miembros de la última desigualdad a la potoncia 
ICE 5 7y * *tcontramos 


“ViI<VYn. 
13. Puesto que 1< e <VI=V3, resulta que el mayor 
entre los números 1, 1/2, /3 es 1/3. Por otra parto, en el pro» 
blema anterior homos demostrado que la sucesión /3,YZ, ... 


., WT, «.. es decreciente, Por lo tanto, /3 es el mayor de los 


lsaoroS VEV3,..... YM... 


14. Pongamos /=1-+ an, %>0. Elovando a la potencia n, 
obtenomos 





“ 
n=(14ap)9=[(140n) 2. 


Aceptando que n >2, + > 1, deducimos del teorema 3 que 


2 
2 
(a) > 14 Am 2> (140) 53 


. 
= Ana 


Du aquí resulta que 


y Vita < 





Observación. Empleando el binomio de Newton, es fácil compro- 
har que 





”- ME 
MESS -. 
En efecto, 
E 2 a (n—4) 2 e 
23426) 2, 


E ” 
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De aquí so deduce que 


Muy l 
yn<t+ e 


15. Si n=1 a; >—1, la desigualdad es obvia: 
140 >1+4. 

Supongamos que Ja desigualdad se cumple para r=k, o sea, 
(ay (1409) (1445) > 1401424... lane 
Multiplicando por (1-+ajws) ambos miembros de esta desigualdad, 

tenemos 


(1423) (14-02) >. (3404) (14 23) > 
> (Hada 4 +49) (14-29 41)= 
=14+094+0+ Haro 
trade ate +. Opaneto 

Puesto quo los números aj, 43, ..., 4h, ar, son del mismo signo, 
tenemos % 

rs 1 4 20h 1 +. Fagtp 1 70 
y, por consiguiente, 

(ay) (109) + (1401) (1400) 74414094 +++ op E opos 


es decir, hemos demostrado la desigualdad para n=X-+3, 
Con esto concluye la demostración de que la desigualdad 


(+0) (422) +. (1400) > 14014004 +2 
se cumplo para todo ». 


16. Si el polinomio (ajx—by)2-+ (077 —b2)24- 


. Hd (0px— bp 2 
tiene una raíz rcal z=x,, 0 Sen, si 





(0121 —024-(0971—D 2. Y (ap 71 —0dp)2=0, 
entonces cada uno de los números ai7(—bj, ari —bz, «.., yd 
es igual a cero, es decir 
q —hmar—b=.. ada y 





Con esto queda demostrado que el polinomio 
(ajo — d+ (09d. lapa — hp 2 
=0% (4034... aj) 2 (adi + 09094 $ and) + 
Hl0tAD34 +. +08) 
no puede tener dos raíces renles distintas y, por consignionto, 
(a1b; 4 a2ba+... Hand —! 
— (a+. bah) (074034... +03) <0. 
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De aquí resulta la desigualdad (19) 
AS 
<(0+ai+...-+aj) (034 «+08 


Notomas que el signo de igualdad tiene lugar sde si e pollmi- 
mio considerado Lienc raíz real, o sea sólo si 





¿2 
y by 00? 
17. Empleando la desigualdad (19), tenemos 
2 (ted. han y?_ 4.A2 
a-( o VA as 


4) 





Do aquí resulta que 
a4<a 


(es decir, la modia aritmética no pasa de la media cuadrática). 
18. De la desigualdad 


(VAFI4+ Y =1=n 4142/21 +4n—4= 
=242/ HT <204+2 Y 12=4n 





se deduco que 


VIFI+Vi=1<2Vñ, 
1 








1 Pen 

MV 
_ Via FI-VA=1 VAR V=1 
AA AV 7 


Multiplicando por 2, encontramos 
1 —Á a 
HF<VA+I-Y n— 1. 
TV RV 
19. Tomamos en la EA del ejercicio (18) n-=2,3, ...,15 


ve 2 <Yyims. 


ej —<Vi-V3 





Sumando estas desigualdades, resulta 


—+34+ AV A +Vi-V 3-1 
a 
Agrogando t n ambos miembros de la desigualdad, encontramos defini- 
tivamento 
4 
v2"y3 


, < 
Vi 


<V FI Vni—Y 2 
Observación. En el $ 1 del capítudo 11 hemos demostrado que 


ct > VIV 344. 





+. + 





Los números PaP14+Y RV 2 y 2Y RF 1-2Y 241 difieren uno 
del otro en Ya de E Y de estos números puede ser 
considerado como ol valor aproximado de la suma 


4 1 
E 
vi y o a Él 
Soñalemos, sin demostrarlo, que el número /nP1+Y/5—V2 
difiero menos del múmero zy que el número 2Y/n 1-2 241. 
20, La función 3 toma valoros negativos si =<0, 
Por consiguiente, esta función alcanza su valor máximo para valo- 


res positivos de z. 
Puesto que 











E 4 

ARS y 
5(5r+e ) 

la función alcanza su valor máximo en el mismo punto en el que 


la función Lago tiene su valor mínimo. Según ol problema 4 
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del $ 4 del capítulo II, el valor mínimo de esta función es igual a 
-3 


«6 -3-1 3 
02 (E) La, 


2 
El valor máximo de la función 33 es igual a 





Para hallar cl valor máximo de ¡la función 29—0,6x10, tomemos 
y=x0, Está claro que y">0. La función 


Z 0 > 
y-08y * =0,5 (Fr id ) 


ticne como valor máximo (véase la observacion de la pág. 34) el 
número 








30 
+ 
10 
10 6 
—— — A 
os (5 JE =0.. 
6 


21. Tomando en este ejercicio y nn obtenemos 
e 
Vi+z- ESTA 
Pel problema 4 del $ 4 dal capítulo Hi se desprende quo el valor 


mínimo de la función y *-+ay es igual a 
1 7_5 
Z 5 (60) 5. 
(147) 407 == (037. 
5 a 
Poniendo z (40) P =2,5, obtenemos 


1 
5 


(40) =2, (a=32 y a=8 








(Homos ompleado la igualdad (27). 
23, Puesto que 0. >0, es a+4>1 y, por lo tanto, 


(44) > EZ, 


ES 


Multiplicando por n(+% estas desigualdades, encontramos 


> 4 (140) 0%, 
(ny > 4 440), 
Do aquí resulta 





140 ta Ma _ pira 
ate (1 —1) a nm 
AS Tra 
Escrihamos estas desigualdades para n=4,2,3,...,1e: 
Es yy 
E 


2 A gta 

AE 

118 (9 yy 42 Es (4942 pto 
ida ==. Tia * 





Sumándolas, obtenemos 


La ya 140 
Es NEAR ara 03 ==: A 
EEN ES a A 
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24. De las desigualdades del ejercicio 23 se deduce que 


(Ly 

ALA e ( +5) 
pErrTrUd ru pa 

El miembro izquierdo de estas desigualdades es un número cons- 

tante Sa mientras que el miembro derecho tiende a 1 d cuan- 


don ueno a co. Por consiguiente, cl término incdio tiendo A mismo 
límite, o sea, 











E | 
ML Ta =THa* 


25. Pongamos 
0 ada pd, 





+4... +0, 
O=didd ber 
A 
at, mt me 
h 1 
mn mn, MS 
Sn 


per Ie 





En virtud de las desigualdades (7), tenemos 


7 
aybjes = ABCe ye! < ABC E A 


BCzayaza < ABC Ada. ; 





ñ 
Anbycn = ABCTpynip < Anc Y 





Sumándolas, encontramos 


s 
mybiciJ-aghaca+ +. andan < ABC (et 4 





Lvh y Add e la 
3 
“Teniendo en cuenta nuestras desigaaciones, es fácil calcular que 
43 
la Gr 





nino yd dei... ph 
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Por consiguiente, 


asbyey + aabaca +. - pad cn < ABC (+ 





a 3) = ANC. 
Elevando al cubo ambos miembros de esta desigualdad, obten 
mos definitivamente 
(ajbycy- agligr=h + [-tnbaca Y S ABBICI= 
(aq ahd bah) (ARA OR) (A car 4 cda 


5 26. Consideremos las desigualdados es) para «distintos valores 
lo 1: 





In a 1 << 





a pe 1 
HITS NET 





ww << ln ==" 
Sumando estas desigualdades, RA 


(042. Qut0 4 a 
NT E tata 


as . ml 23), 





n “m1 

0 Sea, 

ía kn-+1 
a 





= In (144) < 





Si n tiende al infinito, entonces in (144) tiende a Ink y lInx 
k 
e (+ + n—1 





) tiende al mismo límite, Por consiguiente, también 


lím (a +.. Ah ) =1n%, 


o m1 


27, En virtud del teorema 6, 





A paátrat)- 
2-Y2 N/ir1 Y 1042 VTA05 
v2 1 1 1 
PS e =_——_+_—— — os, 
a UÚ-ytr—y): 
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El segundo sumando es negativo y mayor que — > 





2 
>-—4,9. El primer sumando, de acuerdo con las desigualdados (28), 


satisfaco las desigualda: 





va 





UTA Fi—] 1641) < 


2/2 





Puesto que los imemtbros extremos de las últimas desigualdades 
difieren poco uno del otro (en menos de 0,4), resulta que 
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PS 4 1 1 
“lar +ay) 
221 MT! 7 
2 PR A A Y 
El: ta ex) 4 — Bm 
donde 
E 
An ar) 
Ba 








El número 8, es la suma parcial de la soric 
y 2 


4 
2 
222 E 





Lista es ¿una serie 


alterna y los valores absolutos de sus términos 
decrecen  monótonamente. El 


valor absoluto del resto de esta serio 


7 





no supera el valor absoluto del primer término del resto, o sea no 
4 


pasa de 





E + Peru este número tiende a cero sin— eo; 
—2 


por cso, A serie pa y 









C, 


—C es un infinitésimo. Ahora 


1, empleando lus 
Desisialdadas (28), tenemos 





a 


La E A ES 





17 
< 





q len) 9! == 


Como quiera que la diferencia entre los miembros extremos de esta 


desigualdad tiende hacia coro sim=> co, resulta que 5, =4p— 
1-0 
n 


es un infinitésimo Por consiguiente, 








1 
A, 





bp 0 EY == —CoA-Bno 


donde f, =9, +Yn es un is, 
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